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学部の時に学ぶこともあるカントール関数は，閉区間 [0; 1]の実数を 3進小数展開し，2進小数
に対応させた関数である．これを 3進展開ではなく，階乗展開というものを導入し，同様の手法で
カントール関数を作り，その性質について考察した研究が既にされている．この階乗展開に関する
カントール関数 f は，次のような性質をもつことがわかっている．
性質１
f は増加関数である．
これは 3進展開に関するカントール関数と同じ性質である．次の性質を説明するために 1つ定義
する．
定義１
fang1n=1; fbng1n=1 を 0に収束する減少列とする．
[0; 1]上で定義された関数 f が
jx  yj  bn (x; y 2 [0; 1]) =) jf(x)  f(y)j  an
となるとき，f を (an; bn)タイプの一様連続関数と呼ぶ．
性質２
f は (2 n; 1=n!)タイプの一様連続関数である．
この関数 f は，値域の幅が 1=n!以内であれば，f の値の幅は 2 n以内であることがわかる．次
の性質を説明するためにもう 1つ定義する．
定義２
E  [0; 1]とする．
(1)E を長さ rの区間で覆ったときの最小の個数を Nr(E)とかく．
(2)E の box dimension dimB E を次のように定める．
dimB E = lim
r!0
logNr(E)
  log r
性質３
K を，f の微分不可能な集合とする．このとき，dimB K = 0.
ここで，3進展開で作ったカントール集合の次元は正の値をとっていた．しかし階乗展開でのカ
ントール関数の微分不可能な集合K の box dimensionは 0になるのである．これらの事実は 2節
から 5節で確認する．
以上を踏まえ，別の展開でも考察することにし，いくつかの例を挙げた．さらにそれらの展開を
一般化し，次の結果が得られた．
主結果 1
fhngn2 は,全ての番号 nに対し hn  2を満たす整数列とする．
このとき全ての a 2 [0; 1]に対して，ある非負整数の列 fangn2 が存在して
a =
1X
n=2
an
h1h2   hn ; 0  an  hn   1
を満たす．
この展開からも，同様の手法でカントール関数を構成することができる．そして性質 1,2に相当
する性質も成り立つことがわかる．性質 3に相当する，微分不可能な点の集合の box dimension
は，次のように計算できることが証明できる．
主結果 2
K =
1\
n=2
Kn とする．このとき，
dimB K = lim
n!1
log 2n
log h2h3   hn
が成立する．
これらの主結果について等は 6節で述べる．
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1 序文
学部の頃にカントール関数を学んだという人もいるだろう．[0; 1]の実数を 3進小数展開し，2進
小数に対応させた関数である．これを階乗展開を用いてカントール関数を作り，連続関数で増加関
数になっていることなどについて考察した研究が既にされている．この階乗展開と，カントール関
数については 2から 5節で説明する．さらに本論文では，階乗展開以外の展開方法を提案し，そ
れらの展開についても同様にしてカントール関数を作り，同様の性質が成り立つことなどを考察す
る．このことは 6節で述べる．
2 いろいろな展開
2.1 階乗タイプの展開
階乗タイプの展開を定義するために，次の命題を確認する．
命題 2.1 (Proposition 1, Ikeda)
(1)
1X
n=2
n  1
n!
= 1
(2)任意の自然数 kに対して
1X
n=k
n  1
n!
=
1
(k   1)! が成立．
証明. (1)は (2)の k = 2の場合であるから，(2)を証明する．
任意の自然数 kに対して k  N となる自然数N をとり，N までの部分和を考える．
NX
n=k
n  1
n!
=
k   1
k!
+
k
(k + 1)!
+   + N   1
N !
=
1
(k   1)!  
1
k!
+
1
k!
  1
(k + 1)!
+   + 1
(N   1)!  
1
N !
=
1
(k   1)!  
1
N !
(N!1) ! 1
(k   1)!
したがって
1X
n=k
n  1
n!
=
1
(k   1)!
命題 2.2 (Proposition 2, Ikeda)
全ての a 2 [0; 1]に対して，ある非負整数の列 fangn2 が存在して
an  n  1; a =
1X
n=2
an
n!
を満たす．
1
証明. a = 1のとき，命題 2.1より an = n  1とすればよい．
0  a < 1のとき，次の方法で a2; a3; : : : ; an; : : : (ai 2 Z0)を定義する．
(i)0  a < 12 のとき，a2 = 0とする．この場合は
0  6

a  a2
2!

= 6a < 3
であることがわかる．
(ii) 12  a < 1のとき，a2 = 1とする．この場合は
0  6

a  a2
2!

= 6a  3 < 3
であることがわかる．
ここで，n  2に対して，a2; a3; : : : ; an が定義されているとする．このとき，
Sn =
nX
k=2
ak
k!
とし，
an+1 = [(n+ 1)!(a  Sn)]
とする．明らかに
0  an+1  (n+ 1)!(a  Sn) < an+1 + 1
を満たす．
Claim 1
2以上の任意の自然数 nに対して
(1)0  a  Sn < 1n!
(2)0  an+1  n
*) (1)は帰納法を用いる．n = 2のとき a  S2 = a  a22! だから
0  a < 12 のとき，(i)より
0  a  S2 < 1
2
=
1
2!
1
2  a < 1のとき，(ii)より
0  a  S2 < 1
2!
だから，n = 2のとき真である．
次に (1)が nのとき成立すると仮定する．このとき
a  Sn+1 = a 

Sn +
an+1
(n+ 1)!

= a  Sn   [(n+ 1)!(a  Sn)]
(n+ 1)!
=
(n+ 1)!(a  Sn)  [(n+ 1)!(a  Sn)]
(n+ 1)!
<
1
(n+ 1)!
2
であり，明らかに a  Sn+1 = (n+ 1)!(a  Sn)  [(n+ 1)!(a  Sn)]
(n+ 1)!
 0であるから，
n+ 1のときも真である．
したがって，2以上の全ての自然数に対して (1)は成立する．
次に (2)について
(1)より，0  a   Sn < 1n! だから an+1 = [(n + 1)!(a   Sn)]は非負であり，ガウス記号の定義
から
an+1  (n+ 1)!(a  Sn) < (n+ 1)!
n!
= n+ 1
まとめると 0  an+1 < n+ 1となる．ここで，an+1 は整数なので
0  an+1  n
よって (2)は示された．
Claim1(1)より 0  a  Sn < 1n! が成り立つので
0  lim
n!1(a  Sn)  limn!1
1
n!
= 0:
はさみうちの原理より
lim
n!1

a  a2
2!
  a3
3!
       an
n!

= 0:
つまり
a =
1X
n=2
an
n!
:
命題 2.3 (Proposition 3, Ikeda)
a 2 [0; 1]に対して，命題 2の条件を満たす 2つの展開
a =
1X
n=2
an
n!
=
1X
n=2
bn
n!
は，次のいずれか 1つを満たす．
(1) 全ての nに対して an = bn
(2) a2 = b2; a3 = b3; : : : ; an 1 = bn 1; an = bn + 1;
an+1 = 0; bn+1 = n; an+2 = 0; bn+2 = n+ 1; an+3 = 0; bn+3 = n+ 2; : : :
(3) a2 = b2; a3 = b3; : : : ; an 1 = bn 1; an = bn   1;
an+1 = n; bn+1 = 0; an+2 = n+ 1; bn+2 = 0; an+3 = n+ 2; bn+3 = 0; : : :
証明. ある番号 n  2が存在して an   bn 6= 0であったとき，(2)か (3)のどちらかになっている
ことを示す．
上の式を満たす nの中で最小のものを n0 とおく．このとき,命題 2.1(2)と an; bn の条件より
3
jan0   bn0 j
n0!
 1
n0!
=
1X
n=n0+1
n  1
n!

1X
n=n0+1
jan   bnj
n!
()
が成り立つ．また，
1X
n=2
an
n!
=
1X
n=2
bn
n!
より，
1X
n=2
an   bn
n!
= 0であり
1X
n=2
an   bn
n!
=
1X
n=n0
an   bn
n!
=
an0   bn0
n0!
+
1X
n=n0+1
an   bn
n!
よって
1X
n=n0+1
an   bn
n!
=  an0   bn0
n0!
両辺の絶対値をとって
1X
n=n0+1
an   bn
n!
 =
 an0   bn0n0!
 = jan0   bn0 jn0!
となる．ここで
1X
n=n0+1
jan   bnj
n!


1X
n=n0+1
an   bn
n!
 であることと，()より
jan0   bn0 j
n0!
=
1
n0!
よって jan0   bn0 j = 1，つまり an0   bn0 = 1か an0   bn0 =  1のどちらかが成立している．
・an0   bn0 = 1の場合
n0 の最小性より，
1X
n=n0
an
n!
=
1X
n=n0
bn
n!
であり，仮定より
1X
n=n0
an
n!
=
bn0 + 1
n0!
+
1X
n=n0+1
an
n!
であるから
1X
n=n0+1
an
n!
+
1
n0!
=
1X
n=n0+1
bn
n!
である．ここで，0  bn  n  1と，
1X
n=n0+1
n  1
n!
=
1
n0!
より
an0+1 = 0; an0+2 = 0; : : :
bn0 + 1 = n0; bn0 + 2 = n0 + 1; : : :
でなければならない．これは (2)の場合である．
・an0   bn0 =  1の場合
1X
n=n0+1
an
n!
  1
n0!
=
1X
n=n0+1
bn
n!
4
となるので,an0   bn0 = 1のときと同様にして
an0 + 1 = n0; an0 + 2 = n0 + 1; : : :
bn0+1 = 0; bn0+2 = 0; : : :
でなければならず，これは (3)の場合である．
2.2 奇階乗タイプの展開
n = 1; 3; 5; 7; : : :に対して
n!! = n  (n  2)    3  1
を，奇数の 2重階乗という．
1節で階乗展開を定義したが，奇数の階乗でも同様にして展開を考えることができる．命題 2.1
と似た命題が証明できる．
命題 2.4 (Proposition 4, Ikeda)
(1)
X
n:odd
n  1
n!!
= 1.
(2)k   1を満たす奇数 kに対して
X
nk+2;n:odd
n  1
n!!
=
1
k!!
.
証明は命題 2.1と同様の方法でできる．
証明. (1)は (2)の k =  1の場合であるから，(2)を証明する．
 1以上の任意の奇数 kに対して k  N となる奇数N をとり，N までの部分和を考える．
X
Nnk+2;n:odd
n  1
n!!
=
(k + 2)  1
(k + 2)!!
+
(k + 4)  1
(k + 4)!!
+   + N   1
N !!
=
1
k!!
  1
(k + 2)!!
+
1
(k + 2)!!
  1
(k + 4)!!
+   + 1
(N   2)!!  
1
N !!
=
1
k!!
  1
N !!
(N!1) ! 1
k!!
したがって
X
nk+2;n:odd
n  1
n!!
=
1
k!!
命題 2.5 (Proposition 5, Ikeda)
全ての a 2 [0; 1]に対して，ある非負整数の列 fa2n 1gn2 が存在して
a2n 1  2n  2; a =
1X
n=2
a2n 1
(2n  1)!!
を満たす．
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証明は命題 2.2と同様の方法でできる．
証明. a = 1のとき，命題 2.4(1)より，a3 = 2; a5 = 4; : : : ; a2n 1 = 2n  2; : : : とすればよい．
0  a < 1の場合を考える．
a3; a5; a7; : : : と S3; S5; S7; : : : を次のように定める．
a3 = [3!!a]とし，n = 2; 3; 4; : : : に対して
S2n 1 =
nX
k=2
a2k 1
(2k   1)!! ; a2n+1 = [(2n+ 1)!!(a  S2n 1)]
とする．この fa2n 1gn2 が求めたいものになっている．
まず，a2n 1  2n  2を満たすことを確認する．a3 は
a3 = [3a] =
8>>><>>>:
0 0  a < 13
1 13  a < 23
2 23  a < 1
よって 0  a3  2である．ここで，n = 2; 3; : : : に対して
0  a  S2n 1 < 1
(2n  1)!!
が成り立つことを示す（Claim1(1)にあたる）.
*)n = 2のとき，S3 = a3
3!!
=
a3
3
である．
・0  a < 13 のとき，a3 = 0だから S3 = 0
　よって 0  a  S3 = a < 13 = 13!!
・ 13  a < 23 のとき，a3 = 1だから S3 = 13
　よって 0  a  S3 = a < 13
・ 23  a < 1のとき，a3 = 2だから S3 = 23
　よって 0  a  S3 = a < 13
したがって n = 2のとき成り立っている．
n  3とする．
a  S2n 1 = a  S2n 3   [(2n  1)!!(a  S2n 3)]
(2n  1)!!
=
(2n  1)!!(a  S2n 3)  [(2n  1)!!(a  S2n 3)]
(2n  1)!! <
1
(2n  1)!!
であり，
a  S2n 1 = a  S2n 3   [(2n  1)!!(a  S2n 3)]
(2n  1)!!  a  S2n 3  
(2n  1)!!(a  S2n 3)
(2n  1)!! = 0
まとめると 0  a  S2n 1 < 1
(2n  1)!!． 
上で確認したように 0  a  S2n 1 < 1
(2n  1)!! であるから
6
(0 )a2n 1 = [(2n  1)!!(a  S2n 3)]  (2n  1)!!(a  S2n 3) < (2n  1)!!
(2n  3)!! = 2n  1
a2n 1 2 Zであるから 0  a2n 1  2n  2である．
次に a =
1X
n=2
a2n 1
(2n  1)!! になっていることを確認する．
0  a  S2n 1 < 1
(2n  1)!! であったので
0  lim
n!1(a  S2n 1)  limn!1
1
(2n  1)!! = 0
したがって
lim
n!1

a  a3
3!!
  a5
5!
       a2n 1
(2n  1)!!

= 0:
つまり
a =
1X
n=2
a2n 1
(2n  1)!! :
階乗展開のときと同じように，２通りの表示を持つとき次のような性質がある．
命題 2.6 (Proposition 6, Ikeda)
a 2 [0; 1]に対して，命題 2.5の条件を満たす 2つの展開
a =
1X
n=2
a2n 1
(2n  1)! =
1X
n=2
b2n 1
(2n  1)!
は，次のいずれか 1つを満たす．
(1) 全ての nに対して an = bn
(2) a3 = b3; a5 = b5; : : : ; an = bn; an+2 = bn+2 + 1;
an+4 = 0; bn+4 = n+ 3; an+6 = 0; bn+6 = n+ 5; an+8 = 0; bn+8 = n+ 7; : : :
(3) a3 = b3; a5 = b5; : : : ; an = bn; an+2 = bn+2   1;
an+4 = n+ 3; bn+4 = 0; an+6 = n+ 5; bn+6 = 0; an+8 = n+ 7; bn+8 = 0; : : :
証明. 証明は命題 2.3と同様の方法でできる．
2.3 偶階乗タイプの展開
n = 2; 4; 6; 8; : : :に対して
n!! = n  (n  2)    4  2
を，偶数の 2重階乗という．
7
命題 2.7 (Proposition 7, Ikeda)
(1)
X
n:even
n  1
n!!
= 1.
(2)偶数 kに対して
X
nk+2;n:even
n  1
n!!
=
1
k!!
.
証明. 命題 2.1，命題 2.4と同様の方法でできる．
命題 2.8 (Proposition 8, Ikeda)
全ての a 2 [0; 1]に対して，ある非負整数の列 fangn2 が存在して
an  n  1; a =
1X
n=1
a2n
2n!
を満たす．
証明. 命題 2.2，命題 2.5と同様の方法でできる．
命題 2.9 (Proposition 9, Ikeda)
a 2 [0; 1]に対して，命題 2.8の条件を満たす 2つの展開
a =
1X
n=2
a2n 1
(2n  1)! =
1X
n=1
b2n
(2n)!!
は，次のいずれか 1つを満たす．
(1) 全ての nに対して an = bn
(2) a2 = b2; a4 = b4; : : : ; an = bn; an+2 = bn+2 + 1;
an+4 = 0; bn+4 = n+ 3; an+6 = 0; bn+6 = n+ 5; an+8 = 0; bn+8 = n+ 7; : : :
(3) a2 = b2; a4 = b4; : : : ; an = bn; an+2 = bn+2   1;
an+4 = n+ 3; bn+4 = 0; an+6 = n+ 5; bn+6 = 0; an+8 = n+ 7; bn+8 = 0; : : :
証明. 命題 2.3，命題 2.6と同様の方法でできる．
3 階乗で生成されたカントール関数について
記号
f : [0; 1]  ! Rと  > 0 に対して，f の連続度を
!1(f; ) := sup
x;x+h2[0;1];jhj<
jf(x+ h)  f(x)j
と定義する.
8
命題 3.1 (Proposition 10, Ikeda)
f : [0; 1] 7! R に対して
!1(f; )! 0 ( ! 0)() f は一様連続
証明. (()もし f が一様連続だったら
8" > 0;9 0 > 0 s:t: jx  yj < 0 (x; y 2 [0; 1])) jf(x)  f(y)j < "
が成り立つ．したがって，すべての x; y 2 [0; 1]は jx  yj < 0 である限り jf(x)  f(y)j < "だ
から !1(f; )  !1(f; 0)  " である．ここで，0 <  < 0 のとき
0  !1(f; )  !1(f; 0)  "
よって
!1(f; )! 0 ( ! 0)
()) !1(f; )! 0( ! 0)を仮定する.
このとき，全ての " > 0に対して，ある 0 > 0が存在して
0 <  < 0 ) !1(f; ) < "
とできる．従って，jx  yj < 02 (x; y 2 [0; 1])) jf(x)  f(y)j < "
よって f は一様連続である．
定義 3.2
fang1n=1; fbng1n=1 を 0に収束する減少列とする．
[0; 1]上で定義された関数 f が
jx  yj  bn (x; y 2 [0; 1]) =) jf(x)  f(y)j  an
となるとき，f を (an; bn)タイプの一様連続関数と呼ぶ．
注意
f は連続とする．!1(f; bn)の定義より，f が (an; bn)タイプの一様連続関数であることと，次は
同値である．
全ての n 2 Nに対して
!1(f; bn)  an
が成り立つ．
定義 3.3
a 2 [0; 1]は，次のような表示を持つとする．
0  an  n  1 (n = 2; 3;    ); anは整数; a =
1X
n=2
an
n!
このとき，数列 fang1n=2 を次の方法で定義する．
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ルール 1
1  an  n  2となる nが存在しない，つまり全ての nに対して an = 0または an = n  1で
あるとき
an =
1
n  1an
（a は 0か 1の値をとる）
ルール 2
1  an  n  2となる nが存在するとき，このような nの中で最小のものを n0 とする．
n < n0のとき，an =
1
n  1anとする．
n = n0 のとき，an0 = 1:
n > n0 のとき,an = 0と定める．
(a 2 f0; 1g)
この a2; a3;    に対して, a を次で定義する．
a =
a2
22
+
a3
23
+   + a

n
2n
+    =
1X
n=2
an
2n
:
補題 3.4 (Lemma 1, Ikeda)
a は aの表示に依存せずに定まる.
証明. 命題 3(2),(3)より，aが 2つの異なる表示を持つとき
a =
n 1X
m=2
am
m!
+
an + 1
n!
+
1X
l=1
0
(n+ l)!
=
n 1X
m=2
am
m!
+
an
n!
+
1X
l=1
n+ l   1
(n+ l)!
と表される．このとき，an < n  1である．
(b2; b3; : : : ; bn; : : :) = (a2; a3; : : : ; an 1; an + 1; 0; 0; 0; : : :)
(c2; c3; : : : ; cn; : : :) = (a2; a3; : : : ; an 1; an; n; n+ 1; n+ 2; : : :)
とかく．
(1) 1  ai  i  2 (i = 2; 3; : : : ; n  1)のとき
このような iの中で最小のものを i0 とする.
fbng1n=2; fcng1n=2 のいずれにもルール 2が適用されるので
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
ai0 1
i0   2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
ai0 1
i0   2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

となる．2者が共通なので，これを (a2; a3; : : :)と書き表すことにすれば，どちらの表示につい
て考えても
a =
i0 1X
m=2
am
2m
+
1
2i0 :
(2) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; i  1であって，an = 0のとき
fbng1n=2 はルール 2, fcng1n=2 はルール 1が適用されて
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(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
an 1
n  2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

(i)
(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
an 1
n  2 ; 0; 1; 1; 1; : : :

(ii)
(i)のとき
a =
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
(ii)のとき
a =
n 1X
m=2
cm
2m
+
0
2n
+
1X
k=1
1
2n+k
ここで，m = 2; : : : ; n  1のとき bm = cm であり
1X
k=1
1
2n+k
=
1
2n
1X
k=1
1
2k
=
1
2n
より，どちらの表示について考えても a は等しくなる．
(3) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; i  1であって，1  an  n  3のとき
どちらもルール 2が適用されて
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
ai0 1
i0   2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
ai0 1
i0   2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

となり，a は等しい.
(4) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; i  1であって，an = n  2のとき
fbng1n=2 はルール 1, fcng1n=2 はルール 2が適用されて
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
an 1
n  2 ;
an + 1
n  1 ; 0; 0; 0; : : :

(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2;
a3
2
; : : : ;
an 1
n  2 ; 1; 0; 0; 0; : : :

となる．ここで， an 1
n  2 = 1であるので
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) = (c

2; c

3; : : : ; c

n; : : :)
であり，a は等しい．
f : [0; 1]  ! [0; 1]; f(a) = a を階乗展開に関するカントール関数という．
補題 3.5 (Lemma 2, Ikeda)
階乗展開に関するカントール関数 f は増加関数である．つまり
0  b  c  1) b  c
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証明. b = cのとき b = c であるので，以下では b 6= cの場合を考える．
命題 2より b; cは階乗展開できるので，それを
b =
1X
n=2
bn
n!
; c =
1X
n=2
cn
n!
とする．
b < cとすると，ある n  2が存在して
b2 = c2; b3 = c3; : : : bn 1 = cn 1; bn < cn
となる．
(1) N  n  1であって bN = cN 2 f1; 2; : : : ; N   2gとなる N 2 Nが存在した場合
ルール 2よりN  kならば bk = ck となることから，
b = c
が成立する．
(2)b2 = c2 2 f0; 1g; b3 = c3 2 f0; 2g; : : : ; bn 1 = cn 1 2 f0; n  2gであって bn = 0の場合
定義 3.3より，任意の自然数 n  2に対して bn  1であるから，
b =
1X
m=2
bm
2m

n 1X
m=2
bm
2m
+
0
2n
+
1X
m=n+1
1
2m
=
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
bn < cn より 1  cn  n  1である．このとき cn = 1である．よって
c =
1X
m=2
cm
2m

n 1X
m=2
cm
2m
+
1
2n
+
1X
m=n+1
0
2m
=
n 1X
m=2
cm
2m
+
1
2n
=
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
したがって
b 
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
 c:
(3) b2 = c2 2 f0; 1g; b3 = c3 2 f0; 2g; : : : ; bn 1 = cn 1 2 f0; n  2gであって bn > 0の場合
bn < cn  n  1だから 1  bn  n  2である．
よって bn = 1; bn+1 = 0; bn+2 = 0; : : :であり，
b =
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
(2)と同じ議論により，cn = 1であるから
c 
n 1X
m=2
cm
2m
+
1
2n
=
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
よって b  c.
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定理 3.6 (Theorem 2, Ikeda)
a 7! a を階乗展開に関するカントール関数とする．
この a 7! a は (2 n; 1=n!)タイプの一様連続関数である．
証明. 定義 3.3の後の注意より
sup
a;a+h2[0;1];jhj<1=n!
j(a+ h)   aj  2 n
を示せばよいことがわかる．
もし，0  a  1  1=n!となる aに対してa+ 1n!

  a
 = a+ 1n!

  a  1
2n
が示せたら，補題 3.5より
0  h  1=n!ならば (a+ h)  (a+ 1=n!) より，(a+ h)   a  2 n である．
また， 1=n!  h  0のときは j(a+ h)   aj = a   (a+ h) なので
x = a+ hとおくと,0  h  1=n!の場合になるので
!1(a 7! a; 1=n!)  2 n が成り立つことがわかる．
以上より，
n 2 f2; 3; : : :gを一つ固定する．0  a  1  1=n!のとき
a+
1
n!

  a  1
2n
()
を満たすことを示す．
a =
1X
n=2
an
n!
; 0  an  n  1
と表す．
ai 2 f0; i  1g (i = 2; 3; : : : ; n  1) ()
である場合と，満たさない場合の２つに分けて証明する．
< ()を満たす場合 >
(1)an = 0のとき
a =
n 1X
m=2
am
m!
+
0
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
; a+
1
n!
=
n 1X
m=2
am
m!
+
1
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
であるから
a =
n 1X
m=2
am
2m
+
0
2n
+
1X
l=n+1
al
2l
;

a+
1
n!

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
よって 
a+
1
n!

  1
2n

 a
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となり，()を満たす．
(2)1  an < n  2のとき
a =
1X
m=2
am
m!
; a+
1
n!
=
n 1X
m=2
am
m!
+
an + 1
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
であり，2  an + 1 < n  1だから
a =

a+
1
n!

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
よって 
a+
1
n!

  a = 0  1
2n
(3)an = n  2のとき
a =
n 1X
m=2
am
m!
+
n  2
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
a+
1
n!
=
n 1X
m=2
am
m!
+
n  1
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
だから
a =
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
;

a+
1
n!

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
+
1X
l=n+1
al
2l
となる．
1X
l=n+1
al
2l

1X
l=n+1
1
2l
=
1
2n
であることから ()を満たすことがわかる．
(4)an = n  1のとき
a =
n 1X
m=2
am
m!
+
n  1
n!
+
1X
l=n+1
al
l!
a+
1
n!
=
n 1X
m=2
am
m!
+
1
(n  1)! +
1X
l=n+1
al
l!
もし，a2 = 1; a3 = 2; : : : ; an = n  1だった場合，0  a  1  1=n!であれば
an+1 = an+2 =    = 0
であることがわかる．
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*)
a+
1
n!
 1
2!
+
2
3!
+   + n  2
(n  1)! +
n  1
n!
+
1
n!
=
1
2!
+
2
3!
+   + n  2
(n  1)! +
1
(n  1)!
=
1
2!
+
2
3!
+   + 1
(n  2)!
=   
=
1
2!
+
2
3!
+
1
3!
=
1
2!
+
1
2!
= 1
となり，an+1 = an+2 =    = 0でなければならない． 
(a)a2 = 1; a3 = 2; : : : ; an = n  1のとき
an+1 = an+2 =    = 0であるから
a =
nX
m=2
m  1
m!
; a+
1
n!
= 1 =
1X
m=2
m  1
m!
よって
a =
nX
m=2
1
2m
;

a+
1
n!

=
1X
m=2
1
2m
=
nX
m=2
1
2m
+
1X
l=n+1
1
2l
=
nX
m=2
1
2m
+
1
2n
したがって 
a+
1
n!

  a = 1
2n
(b)ある i 2 f2; 3; : : : ; n  1gが存在して ai 6= i  1つまり ai = 0であるとき
このような iの中で最大のものを n0 とおく．
a =
n0 1X
m=2
am
m!
+
0
n0!
+
nX
k=n0+1
k   1
k!
+
1X
l=n+1
al
l!
; a+
1
n!
=
n0 1X
m=2
am
m!
+
1
n0!
+
1X
l=n+1
al
l!
である．よって
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
0
2n0
+
nX
k=n0+1
1
2k
+
1X
l=n+1
al
2l
;

a+
1
n!

=
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
したがって

a+
1
n!

  a = 1
2n0
  1
2n0+1
  1
2n0+2
       1
2n
 
1X
l=n+1
al
2l
=
1
2n
 
1X
l=n+1
al
2l
 1
2n
以上より，()を満たす場合が証明された．
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< ()を満たさない場合 >
ある i 2 f2; 3; : : : ; n  1gが存在して ai =2 f0; i  1gつまり，1  ai  i  2となっている場合を
考える．
n0 を 1  an0  n0   2となる最小の番号とする．
n1 2 f2; 3; : : : ; n  1gを an1  n1   2となる最大の番号とする．
(1)an < n  1のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
n!

(2)an = n  1で，n0 < n1 のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
n!

(3)an = n  1で，n0 = n1 のとき
2  k  n0   1 のとき ak 2 f0; k   1g; 1  an0  n0   2; n0 + 1  k  n   1 のとき
ak = k   1; an = n  1である．よって
a =
n0 1X
m=2
am
m!
+
an0 + 1
n0!
+
1X
l=n+1
al
l!
(a)1  an0  n0   3のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
n!

(b)an0 = n0   2のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
;

a+
1
n!

=
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
+
1X
l=n+1
al
2l
だから 
a+
1
n!

  a =
1X
l=n+1
al
2l

1X
l=n+1
1
2l
=
1
2n
定理 3.6の証明を見直すことで次の命題が示せる．
命題 3.7 (Proposition 11, Ikeda)
aを a 2 [0; 1  1n! ]であり，n!aが整数となるものとする．
a =
nX
k=2
ak
k!
(0  a2  1; 0  a3  2; : : : ; 0  an  n  1)
とかく．このとき，次の (i),(ii)は同値である．
(i)

a+
1
n!

= a +
1
2n
(ii)a2 2 f0; 1g; a3 2 f0; 2g; : : : ; an 2 f0; n  1g
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4 カントール関数の微分不可能な集合
次のような区間を考える．
Ia2;a3;:::;an =

a2
2!
+
a3
3!
+   + an
n!
;
a2
2!
+
a3
3!
+   + an + 1
n!

a2 = 0; 1 ; a3 = 0; 2 ; : : : ; an = 0; n  1となる Ia2;a3;:::;an のすべての和集合
Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an
について考えよう．
Example(n = 3)
a2; a3 Ia2;a3 minx2Ia2;a3 f(x) maxx2Ia2;a3 f(x)
(0; 0) [0; 16 ] 0
1
8
(0; 2) [ 13 ;
1
2 ]
1
8
1
4
(1; 0) [ 12 ;
2
3 ]
1
4
3
8
(1; 2) [ 56 ; 1]
3
8
1
2
以上の計算結果から
K3 =

0;
1
6

[

1
3
;
1
2

[

1
2
;
2
3

[

5
6
; 1

=

0;
1
6

[

1
3
;
2
3

[

5
6
; 1

Example(n = 4)
a2; a3; a4 Ia2;a3;a4 minx2Ia2;a3;a4 f(x) maxx2Ia2;a3;a4 f(x)
(0; 0; 0) [0 ; 124 ] 0
1
16
(0; 0; 3) [ 18 ;
1
6 ]
1
16
1
8
(0; 2; 0) [ 13 ;
3
8 ]
1
8
3
16
(0; 2; 3) [ 1124 ;
1
2 ]
3
16
1
4
(1; 0; 0) [ 12 ;
13
24 ]
1
4
5
16
(1; 0; 3) [ 58 ;
2
3 ]
5
16
3
8
(1; 2; 0) [ 56 ;
7
8 ]
3
8
7
16
(1; 2; 3) [ 2324 ; 1 ]
7
16
1
2
したがって
K4 =

0;
1
24

[

1
8
;
1
6

[

1
3
;
3
8

[

11
24
;
1
2

[

1
2
;
13
24

[

5
8
;
2
3

[

5
6
;
7
8

[

23
24
; 1

=

0;
1
24

[

1
8
;
1
6

[

1
3
;
3
8

[

11
24
;
13
24

[

5
8
;
2
3

[

5
6
;
7
8

[

23
24
; 1

17
命題 4.1 (Proposition 14, Ikeda)
x 2 [0; 1]; f(x) = x とする．
(1)Kn は長さ 2n! の区間が 1つと，長さ 1n! の区間 2n 1   1個からなる．
(2)すべての n  2でKn  Kn+1．
(3)2つの区間 Ia2;a3;:::;an ; Ib2;b3;:::;bn  Kn は隣接しているとする．つまり，
Ia2;a3;:::;an = [a; b]; Ib2;b3;:::;bn = [c; d] とおくと,(b; c) \Kn = ;であるとする .
このとき，f(b) = f(c)が成立する．
(4)x =2
1\
n=2
Kn ならば f 0(x) = 0．
証明.
(1)Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an に対して，
(a2; a3; : : : ; an) = (0; 2; 3; : : : ; n  1)の区間は [ 23! + 34! +   + n 1n! ; 12 ]であり，
(a2; a3; : : : ; an) = (1; 0; 0; : : : ; 0)の区間は [ 12 ; 12! + 1n! ]なので， 12 が共通している．
つまり長さ 2n! の区間 [ 23! + 34! +   + n 1n! ; 12! + 1n! ]が１つあることになる．
これ以外の区間は，その他の区間と交わらないことを示す．
異なる 2つの区間
Ia2;a3;:::;an = [o; p]; Ib2;b3;:::;bn = [q; r]
に対し，o < qであったとき，p < qであることを示せば十分である．
ある整数 a; bを用いて
p =
a
n!
; q =
b
n!
と表すことができる．p < qであるので
a+ 1  b
である．よって
q   p = b  a
n!
 1
n!
> 0:
(2)任意の点 x 2 Kn+1 に対して，ある整数 a2; a3; : : : ; an+1 (ai 2 f0; i  1g)が存在して
x 2 Ia2;a3;:::;an+1 =

a2
2!
+
a3
3!
+   + an+1
(n+ 1)!
;
a2
2!
+
a3
3!
+   + an+1 + 1
(n+ 1)!

が成立する．
Ia2;a3;:::;an =

a2
2!
+
a3
3!
+   + an
n!
;
a2
2!
+
a3
3!
+   + an + 1
n!

を考える．この区間はKn の一部である．明らかに
a2
2!
+
a3
3!
+   + an
n!
 a2
2!
+
a3
3!
+   + an+1
(n+ 1)!
である．また，0  an+1  nであることを用いれば
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a2
2!
+
a3
3!
+   + an + 1
n!
 

a2
2!
+
a3
3!
+   + an+1 + 1
(n+ 1)!

=
1
n!
  an+1 + 1
(n+ 1)!
=
n+ 1  (an+1 + 1)
(n+ 1)!
=
n  an+1
(n+ 1)!
 0
よって
a2
2!
+
a3
3!
+   + an+1 + 1
(n+ 1)!
 a2
2!
+
a3
3!
+   + an + 1
n!
である．したがって
Ia2;a3;:::;an  Ia2;a3;:::;an+1
だから
x 2 Ia2;a3;:::;anKn
つまりKn  Kn+1 である．
(3)f は単調増加だから f(b)  f(c)であるので，逆の不等号を示す．
1   0 = 12 である．一方で
1   0 X
i2f2;3;:::;ng;ai2f0;i 1g

a2
2!
+   + an
n!
+
1
n!

 
a2
2!
+   + an
n!

+ f(c)  f(b)
ここで，命題 3.7より，シグマの中は全て 12n に一致する．よって
X
i2f2;3;:::;ng;ai2f0;i 1g

a2
2!
+   + an
n!
+
1
n!

 
a2
2!
+   + an
n!

+ f(c)  f(b)
=
2n 1
2n
+ f(c)  f(b)
まとめると
1
2
+ f(c)  f(b)  1   0 = 1
2
したがって
f(c)  f(b)  0
となり，f(c)  f(b)が示せた．
(4)x=2
1\
n=2
Kn とする．
m 2 Nに対して，x =2 Km である．
このとき，ある 2つの隣り合う区間 Ia2;a3;:::;am ; Ib2;b3;:::;bm  Km が存在して
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y 2 Ia2;a3;:::;am ) y  x ; y 2 Ib2;b3;:::;bm ) x  y
が成立する．つまり，Ia2;a3;:::;am は xの左側，Ib2;b3;:::;bm は xの右側にあって，
xを挟んでいる状態である．
ここで，点 p; qを次のように定める．pは Ia2;a3;:::;am の中で xに一番近い点，つまり
p =
a2
2!
+
a3
3!
+   + am + 1
m!
として，qは Ib2;b3;:::;bm の中で xに一番近い点，つまり
q =
b2
2!
+
b3
3!
+   + bm
m!
とする．このとき，命題 4.1(3)より f(p) = f(q)である．
p < x < qであって，f は単調増加だから
f(p) = f(x) = f(q)
したがって，p < x0 < qであれば
f(x0)  f(x)
x0   x = 0
よって
f 0(x) = lim
x0!x
f(x0)  f(x)
x0   x = 0:
命題 4.1(4)とは反対に，次のことがわかる．
定理 4.2 (Theorem 5, Ikeda)
f(x) = x; x 2 [0; 1]とする．すべての x 2
1\
n=2
Kn に対して f 0(x)は実数値をとらない．
証明. m 2 Nとし，x 2
1\
n=1
とする．
x 2 [am; bm]  Km となる区間 [am; bm]を考える．命題 4.1(1)より，[am; bm]の長さは 2種類
ある．
・[am; bm]の長さが 1m! の場合
命題 3.7より
f(bm)  f(am)
bm   am =
am +
1
2m   am
1
m!
=
m!
2m
・[am; bm]の長さが 2m! の場合
区間の中心は 12 であるので，am = 12   1m! ; bm = 12 + 1m! である．命題 3.7より
f(am) = f

1
2

  1
2m
; f(bm) = f

1
2

+
1
2m
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である．よって
f(bm)  f(am)
bm   am =
2
2m
2
m!
=
m!
2m
したがって，区間の長さに関係なく
f(bm)  f(am)
bm   am =
m!
2m
となる．
lim
m!1
f(bm)  f(am)
bm   am =1
である．ここで，仮に f 0(x) 2 Rとすると
f(bm)  f(x)
bm   x ;
f(x)  f(am)
x  am  ! f
0(x) (m!1)
である．
f(bm)  f(am)bm   am   f 0(x)

=
f(bm)  f(x) + f(x)  f(am)bm   am   f 0(x)

=
f(bm)  f(x)bm   am + f(x)  f(am)bm   am   bm   ambm   am f 0(x)

=
 bm   xbm   am f(bm)  f(x)bm   x + x  ambm   am f(x)  f(am)x  am   bm   x+ x  ambm   am f 0(x)

=
 bm   xbm   am

f(bm)  f(x)
bm   x   f
0(x)

+
x  am
bm   am

f(x)  f(am)
x  am   f
0(x)

 bm   x
bm   am
f(bm)  f(x)bm   x   f 0(x)
+ x  ambm   am
f(x)  f(am)x  am   f 0(x)

 ! 0 (m!1)
であることから
f 0(x) = lim
m!1
f(bm)  f(am)
bm   am =1
となり，これは f 0(x)が存在することに矛盾する．つまり，xでは微分ができない．
5 微分不可能な集合の次元
5.1 数直線上の集合における box dimension
定義 5.1
E  [0; 1]とする．
(1)E を長さ rの区間で覆ったときの最小の個数を Nr(E)とかく．
21
(2)E の box dimension dimB E を次のように定める．
dimB E = lim
r!0
logNr(E)
  log r
Example
E = f0g
任意の r > 0に対して，0を含む区間 (例えば閉区間 [0; r])1個で E を覆うことができるので
Nr(E) = 1である．よって
dimB E = lim
r!0
logNr(E)
  log r = limr!0
log 1
  log r = 0:
5.2 階乗展開のカントール関数の微分不可能な集合の box dimension
定理 5.2 (Theorem 8, Ikeda)
K をカントール関数の微分不可能な集合とする．このとき，dimB K = 0:
注意
定理 4.2より，K =
1\
n=2
Kn である．
証明. n 2 N; n  3とし， 1n! < rn  1(n 1)! となる rn を考える．
命題 4.1(1)よりKn 1は 2n 2   1個の区間から成り立っている．この区間の端点と点 f 12gを合
わせた集合を Lnとする．Ln  K である．Lnは 2n 1   1個の点からなり，その点の距離は少な
くとも 1(n 1)! ある．したがって
Nrn(Ln) = 2
n 1   1
だから
Nrn(K)  Nrn(Ln) = 2n 1   1  2n 2
一方で，K  Knであって，Knは 2n 1   1個の区間からなる．1つだけ大きい区間が真ん中に
あって，その長さは 2n! であった．これを長さ 1n! の区間に分解し，Knを長さ 1n! の区間 2n 1個か
らなると見て，各区間を [anj ; bnj ]; (j = 1; 2; : : : ; 2n 1)とする．
anj + b
n
j
2
  rn
2
;
anj + b
n
j
2
+
rn
2

; j = 1; 2; : : : ; 2n 1
について考える．これらは長さ rn でKn を覆うから
Nrn(K)  Nrn(Kn)  2n 1
したがって
0  log 2
n 2
log n!
 logNrn(K)  log rn 
log 2n 1
log(n  1)!
である．ここで
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log 2n 1
log(n  1)! =
(n  1) log 2
log 1 +   + log(n  1)
であることと
log 1 +   + log(n  1) >
Z n 1
1
log xdx = [x log x  x]n 11 = (n  1) log(n  1)  n
であることを用いると，
lim
n!1
log 2n 1
log(n  1)!  limn!1
log 2
log(n  1)  1 = 0
となる．したがって dimB K = 0である．
6 展開の一般化とカントール関数
6.1 さらに別のタイプの展開
これまで階乗展開，奇数及び偶数の 2重階乗展開をやったが，ここではさらに他の展開を考える．
命題 2.2，2.5，2.8より，次のことが予測できる．
[0; 1]区間を分割していき，それぞれに以下のように番号を振っていく.
bnを n番目の分割数とおくと，bn+1は bnの整数倍になっていて，0  an  bn+1bn   1とすれば
a =
1X
n=2
an
bn+1
と表すことができそうである．たとえば次のような展開を考えることができる．
(1)a =
1X
n=2
an
(n!)2
; 0  an  n2   1
(2)a =
1X
n=1
an
1  2  5      (n2 + 1) ; 0  an  n
2
(3)a =
1X
n=2
an
2!3!   n! ; 0  an  n!  1
(4)a =
1X
n=2
an
2[
n
2 ]3n [
n
2 ]
; 0  a2n  1; 0  a2n+1  2 (n 2 N)
ただしこの時点では予想であり，正しいことは証明する必要がある．
以下では，これらの例について階乗展開のときにならってカントール関数を作り，微分不可能
な点の集合も求めてみる．ここで与える結果は次節の特殊な例であるため，証明は省く．特に box
dimensionの計算は主結果 2を参照．
(1)a =
1X
n=2
an
(n!)2
; 0  an  n2   1
このように展開されたとき，an を次のように定める．
n 2 f2; 3; 4; : : : gに対して an 2 f0; n2   1gのとき an = ann2 1 とする．
1  an  n2   2となる nが存在したとき，このような nの中で最小の番号を n0 とおき，
n  n0   1ならば an = ann2 1 , an0 = 1, n0 + 1  nならば an = 0とする．
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このように定めた an に対して a =
1X
n=2
an
2n
とする．
I
a2;a3;:::;an=
h
a2
(2!)2
+
a3
(3!)2
++ an
(n!)2
;
a2
(2!)2
+
a3
(3!)2
++ an+1
(n!)2
i とし，
Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an
とおく．K =
1\
n=2
Kn としてK の box dimensionを求めると dimB K = 0になる．
(2)a =
1X
n=1
an
1  2  5      (n2 + 1) ; 0  an  n
2
このように展開されたとき，an を次のように定める．
n 2 f2; 3; 4; : : : gに対して an 2 f0; n2gのとき an = ann2 とする．
1  an  n2   1となる nが存在したとき，このような nの中で最小の番号を n0 とおき，
n  n0   1ならば an = ann2 , an0 = 1, n0 + 1  nならば an = 0とする．
このように定めた an に対して a =
1X
n=2
an
2n
とする．
I
a2;a3;:::;an=
h
a2
2 +
a3
25++ an25(n2+1) ;
a2
2 +
a3
25++ an+125(n2+1)
i とし，
Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an
とおく．K =
1\
n=2
Kn としてK の box dimensionを求めると
dimB K = 0となる．
(3)a =
1X
n=2
an
2!3!   n! ; 0  an  n!  1
このように展開されたとき，an を次のように定める．
n 2 f2; 3; 4; : : : gに対して an 2 f0; n!  1gのとき an = ann! 1 とする．
1  an  n!  2となる nが存在したとき，このような nの中で最小の番号を n0 とおき，
n  n0   1ならば an = ann! 1 , an0 = 1, n0 + 1  nならば an = 0とする．
このように定めた an に対して a =
1X
n=2
an
2n
とする．
Ia2;a3;:::;an=[ a22! +
a3
2!3!++ an2!3!n! ;
a2
2! +
a3
2!3!++ an+12!3!n! ] とし，
Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an
とおく．K =
1\
n=2
Kn としてK の box dimensionを求めると
dimB K = 0となる．
(4)a =
1X
n=2
an
2[
n
2 ]3n [
n
2 ]
; 0  a2n  1; 0  a2n+1  2 (n 2 N)
このように展開されたとき，an を次のように定める．
n 2 f1; 2; 3; : : : gに対して a2n 2 f0; 1g; a2n+1 2 f0; 2gのとき a2n = a2n; a2n+1 = a2n+12 とする．
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an = 1となる n :奇数が存在したとき，このような nの中で最小の番号を n0 とおき，
n  n0   1ならば a2n = a2n; a2n+1 = a2n+12 , an0 = 1, n0 + 1  nならば an = 0とする．
このように定めた an に対して a =
1X
n=2
an
2n
とする．
I
a2;a3;:::;an=

a2
2 +
a3
23++ an
2
[n
2
]
3
n [n
2
]
;
a2
2 +
a3
23++ an+1
2
[n
2
]
3
n [n
2
]
 とし，
Kn =
[
i2f2;:::;ng;ai2f0;i 1g
Ia2;a3;:::;an
とおく．K =
1\
n=2
Kn としてK の box dimensionを求める (求め方は定理 2を参照)．
dimB K = lim
n!1
log 22n 1
log2n3n
=
log 4
log 6
> 0
となる．
以上 4つの例の box dimensionを求めてみたが，(4)だけ次元は正の値になった．3進展開に関
するカントール関数の次元も正の値になっていた（求め方は定義 2参照）．このように次元が 0に
なるものと，正の値になるものが存在する．これらを踏まえ，次節以降では展開を一般化し，それ
に関するカントール関数について考察する．
6.2 分割が整数倍で増えるタイプの展開を一般化
主結果 1
fhngn2 は,全ての番号 nに対し hn  2を満たす整数列とする．      (F)
このとき全ての a 2 [0; 1]に対して，ある非負整数の列 fang1n=2 が存在して
a =
1X
n=2
an
h2h3   hn ; 0  an  hn   1
を満たす．
この主結果 1を証明するために，次の命題を証明する．
命題 6.1
fhngn2 を，主結果 1の (F)を満たす整数列とする．このとき次が成り立つ．
(1)
1X
n=2
hn   1
h2h3   hn = 1
(2)任意の自然数 k  2に対して
1X
n=k
hn   1
h2h3   hn =
1
h2h3   hk 1 が成立．
証明. (1)は (2)の k = 2の場合であるから，(2)を証明する．
任意の自然数 k  2に対して k  N となる自然数N をとり，N までの部分和を考える．
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NX
n=k
hn   1
h2h3   hn =
hk   1
h2h3   hk +
hk+1   1
h2h3   hk+1 +   +
hN   1
h2h3   hN
=
1
h2h3   hk 1  
1
h2h3   hk +
1
h2h3   hk  
1
h2h3   hk+1 +   
+
1
h2h3   hN 1  
1
h2h3   hN
=
1
h2h3   hk 1  
1
h2h3   hN
ここで仮定より，すべての nに対して hn  2であるので
lim
N!1
1
h2h3   hN = 0:
したがって
1X
n=k
hn   1
h2h3   hn =
1
h2h3   hk 1 :
次に主結果 1を証明する．
証明. a = 1のとき，命題 6.1より an = hn   1とすればよい．
0  a < 1のとき，次の方法で a2; a3; : : : ; an; : : : (ai 2 Z0)を定義する．
a2 = [h2  a]とし，n = 2; 3; 4; : : : に対して
Sn =
nX
k=2
ak
h2h3   hk ; an+1 = [h2h3   hn+1(a  Sn)]
とする．この fangn2 が求めたいものになっている．
まず，0  an  hn   1を満たすことを確認する. 0  a < 1であるから, h2 を掛けて
0  h2  a < h2
となる.よって 0  a2  h2   1である．
ここで，n = 2; 3; : : : に対して
0  a  Sn < 1
h2h3   hn
が成り立つことに注意する.
*)n = 2のとき，S2 = a2
h2
で， 0
h2
 a < h2
h2
であるから
b2
h2
 a < b2 + 1
h2
; (0  b2 < h2)
となる整数 b2 が存在する．よって a2 = [h2  a] = b2 である．
したがって S2 = b2
h2
と，aの範囲から
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0  a  S2 < 1
h2
が成り立っている．次に，n  3とする．
a  Sn = a  Sn 1   [h2h3   hn(a  Sn 1)]
h2h3   hn
=
h2h3   hn(a  Sn 1)  [h2h3   hn(a  Sn 1)]
h2h3   hn <
1
h2h3   hn
であり，
a  Sn = a  Sn 1   [h2h3   hn(a  Sn 1)]
h2h3   hn  a  Sn 1  
h2h3   hn(a  Sn 1)
h2h3   hn = 0
まとめると 0  a  Sn < 1
h2h3   hn． 
上で確認したように 0  a  Sn < 1
h2h3   hn であるから
(0 ) an = [h2h3   hn(a  Sn 1)]  h2h3   hn(a  Sn 1) < h2h3   hn
h2h3   hn 1 = hn
an 2 Zであるから 0  an  hn   1である．
次に a =
1X
n=2
an
h2h3   hn になっていることを確認する．
0  a  Sn < 1
h2h3   hn であったので
0  lim
n!1(a  Sn)  limn!1
1
h2h3   hn = 0:
したがって
lim
n!1

a  a2
h2
  a3
h2h3
       an
h2h3   hn

= 0:
つまり
a =
1X
n=2
an
h2h3   hn :
命題 6.2
a 2 [0; 1]に対して，主結果 1の条件を満たす 2つの展開
a =
1X
n=2
an
h2h3 : : : hn
=
1X
n=2
bn
h2h3 : : : hn
は，次のいずれか 1つを満たす．
(1) 全ての nに対して an = bn
(2) a2 = b2; a3 = b3; : : : ; an 1 = bn 1; an = bn + 1;
an+1 = 0; bn+1 = hn+1   1; an+2 = 0; bn+2 = hn+2   1; an+3 = 0; bn+3 = hn+3   1; : : :
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(3) a2 = b2; a3 = b3; : : : ; an 1 = bn 1; an = bn   1;
an+1 = hn+1   1; bn+1 = 0; an+2 = hn+2   1; bn+2 = 0; an+3 = hn+3   1; bn+3 = 0; : : :
証明. ある番号 n  2が存在して an   bn 6= 0であったとき，(2)か (3)のどちらかになっている
ことを示す．an   bn 6= 0を満たす nの中で最小のものを n0 とおく．
an0 > bn0 である場合
命題 6.1(2)と an; bn の条件より
an0   bn0
h2h3   hn0
 1
h2h3   hn0
=
1X
n=n0+1
hn   1
h2h3   hn 
1X
n=n0+1
bn   an
h2h3   hn ()
が成り立つ．また，
1X
n=2
an
h2h3   hn =
1X
n=2
bn
h2h3   hn より，
1X
n=2
bn   an
h2h3   hn = 0であり
1X
n=2
bn   an
h2h3   hn =
1X
n=n0
bn   an
h2h3   hn =
bn0   an0
h2h3   hn0
+
1X
n=n0+1
bn   an
h2h3   hn
よって
1X
n=n0+1
bn   an
h2h3   hn =  
bn0   an0
h2h3   hn0
=
an0   bn0
h2h3   hn0
()と合わせて
an0   bn0
h2h3   hn0
=
1
h2h3   hn0
つまり an0   bn0 = 1が成立している．n0 の最小性より，1X
n=n0
an
h2h3   hn =
1X
n=n0
bn
h2h3   hn であり
1X
n=n0
an
h2h3   hn =
bn0 + 1
h2h3   hn0
+
1X
n=n0+1
an
h2h3   hn
であるので
1X
n=n0+1
an
h2h3   hn +
1
h2h3   hn0
+
bn0
h2h3   hn0
=
1X
n=n0
bn
h2h3   hn :
両辺 bn0
h2h3   hn0
を引いて
1X
n=n0+1
an
h2h3   hn +
1
h2h3   hn0
=
1X
n=n0+1
bn
h2h3   hn
である．ここで，0  bn  hn   1と，
1X
n=n0+1
hn   1
h2h3   hn =
1
h2h3   hn0
より
an0+1 = 0; an0+2 = 0; : : :
bn0+1 = hn0+1   1; bn0+2 = hn0+2   1; : : :
でなければならない．これは (2)に相当する．
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an0 < bn0 の場合
上で行なった議論を an と bn を入れ替えることによって
an0+1 = hn0+1   1; an0+2 = hn0+2   1; : : :
bn0+1 = 0; bn0+2 = 0; : : :
でなければならないことがわかり，これは (3)に相当する．
6.3 一般化した展開から構成されるカントール関数
6.2節で述べた展開に関してカントール関数を作ってみよう．
定義 6.3
fhngn2 は，主結果 1の (F)を満たす整数列とし，
a 2 [0; 1]は，整数列 fangn2 を用いて次のように展開されたとする．
a =
1X
n=2
an
h2h3   hn ; 0  an  hn   1 (n = 2; 3; : : :)
このとき，数列 fang1n=2 を次の方法で定義する．
ルール 1
1  an  hn   2となる nが存在しない，つまり全ての nに対して an = 0または an = hn   1
であるとき
an =
1
hn   1an
（an は 0か 1の値をとる）
ルール 2
1  an  hn   2となる nが存在するとき，このような nの中で最小のものを n0 とする．
n < n0 のとき, an =
1
hn   1an とする．
n = n0 のとき, an0 = 1:
n > n0 のとき, an = 0と定める．
(an 2 f0; 1g)
この a2; a3; : : : に対して, a を次で定義する．
a =
a2
22
+
a3
23
+   + a

n
2n
+    =
1X
n=2
an
2n
:
補題 6.4
定義 6.3で定めた a は aの表示に依存せずに定まる.
証明. 命題 6.2(2),(3)より，aが 2つの異なる表示を持つとき
a =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
an + 1
h2h3   hn +
1X
l=1
0
h2h3   hn+l
=
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
an
h2h3   hn +
1X
l=1
hn+l   1
h2h3   hn+l
29
と表される．このとき，an < hn   1である．
(b2; b3; : : : ; bn; : : :) = (a2; a3; : : : ; an 1; an + 1; 0; 0; 0; : : :)
(c2; c3; : : : ; cn; : : :) = (a2; a3; : : : ; an 1; an; hn+1   1; hn+2   1; hn+3   1; : : :)
とかく．
(1) 1  ai  hi   2; (i = 2; 3; : : : ; n  1)となる iが存在するとき
このような iの中で最小のものを i0 とする.
fbng1n=2; fcng1n=2 のいずれにもルール 2が適用されるので
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
ai0 1
hi0 1   1
; 1; 0; 0; 0; : : :

(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
ai0 1
hi0 1   1
; 1; 0; 0; 0; : : :

となる．2者が共通なので，これを (a2; a3; : : :)と書き表すことにすれば，どちらの表示につい
て考えても
a =
i0 1X
m=2
am
2m
+
1
2i0 :
(2) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; hi   1であって，an = 0のとき
fbng1n=2 はルール 2, fcng1n=2 はルール 1が適用されて
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ; 1; 0; 0; 0; : : :

(i)
(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ; 0; 1; 1; 1; : : :

(ii)
となる．
(i)のとき
a =
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
(ii)のとき
a =
n 1X
m=2
cm
2m
+
0
2n
+
1X
k=1
1
2n+k
ここで，m = 2; : : : ; n  1のとき bm = cm であり
1X
k=1
1
2n+k
=
1
2n
1X
k=1
1
2k
=
1
2n
より，どちらの表示について考えても a は等しくなる．
(3) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; hi   1であって，1  an  hn   3のとき
どちらもルール 2が適用されて
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ; 1; 0; 0; 0; : : :

30
(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ; 1; 0; 0; 0; : : :

となり，a は等しい.
(4) 全ての i = 2; 3; : : : ; n  1に対して ai = 0; hi   1であって，an = hn   2のとき
fbng1n=2 はルール 1, fcng1n=2 はルール 2が適用されて
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ;
an + 1
hn   1 ; 0; 0; 0; : : :

(c2; c

3; : : : ; c

n; : : :) =

a2
h2   1 ;
a3
h3   1 ; : : : ;
an 1
hn 1   1 ; 1; 0; 0; 0; : : :

となる．ここで，an + 1
hn   1 = 1であるので
(b2; b

3; : : : ; b

n; : : :) = (c

2; c

3; : : : ; c

n; : : :)
であり，a は等しい．
補題 6.5
定義 6.3で構成したカントール関数 f は増加関数である．つまり
0  b  c  1) b  c
証明. b = cのとき b = c であるので，以下では b 6= cの場合を考える．
b; cは主結果 1のように展開できるので，それを
b =
1X
n=2
bn
h2h3   hn ; c =
1X
n=2
cn
h2h3   hn
とする．
b < cとすると，ある n  2が存在して
b2 = c2; b3 = c3; : : : bn 1 = cn 1; bn < cn
となる．
(1) 2  N  n  1であって bN = cN 2 f1; 2; : : : ; hN   2gとなる N 2 Nが存在した場合
b = c
(2)b2 = c2 2 f0; h2 1g; b3 = c3 2 f0; h3 1g; : : : ; bn 1 = cn 1 2 f0; hn 1 1gであって bn = 0
の場合
b =
1X
m=2
bm
2m

n 1X
m=2
bm
2m
+
0
2n
+
1X
m=n+1
1
2m
=
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
bn < cn より 1  cn  n  1である．このとき cn = 1である．よって
c =
1X
m=2
cm
2m

n 1X
m=2
cm
2m
+
1
2n
+
1X
m=n+1
0
2m
=
n 1X
m=2
cm
2m
+
1
2n
31
したがって
b 
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
 c
(3)b2 = c2 2 f0; h2 1g; b3 = c3 2 f0; h3 1g; : : : ; bn 1 = cn 1 2 f0; hn 1 1gであって bn > 0
の場合
bn < cn  hn   1だから 1  bn  hn   2である．
よって bn = 1; bn+1 = 0; bn+2 = 0; : : :であり，
b =
n 1X
m=2
bm
2m
+
1
2n
cn = 1より
c 
X
m=2
n  1 c

m
2m
+
1
2n
よって b  c.
定理 6.6
a 7! a を定義 6.3で構成したカントール関数とする．
この a 7! a は

1
2n
;
1
h2h3   hn

タイプの一様連続関数である．
証明. 9ページの定義 3.3直後の注意より
sup
a;a+h2[0;1];jhj<1=n!
j(a+ h)   aj  2 n
を示せばよいことがわかる．
もし，0  a  1  1
h2h3   hn となる aに対してa+ 1h2h3   hn

  a
 = a+ 1h2h3   hn

  a  1
2n
が示せたら，補題 6.5より
0  k  1
h2h3   hn ならば (a+ k)
  (a+ 1
h2h3   hn )
 より，(a+ k)   a  2 n である．
また，  1
h2h3   hn  k  0のときは j(a+ k)
   aj = a   (a+ k) なので
x = a+ kとおくと, 0  k  1
h2h3   hn の場合になるので
!1(a 7! a; 1
h2h3   hn )  2
 n が成り立つことがわかる．
以上より，
n 2 f2; 3; : : :gを一つ固定する．0  a  1  1
h2h3   hn のとき
a+
1
h2h3   hn

  a  1
2n
()
を満たすことを示す．
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a =
1X
n=2
an
h2h3   hn ; 0  an  hn   1
と表す．
ai 2 f0; hi   1g (i = 2; 3; : : : ; n  1) ()
を満たす場合と，満たさない場合の２つに分けて証明する．
< ()を満たす場合 >
(1)an = 0のとき
a =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
0
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
a+
1
h2h3   hn =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
1
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
であるから,
a =
n 1X
m=2
am
2m
+
0
2n
+
1X
l=n+1
al
2l
;

a+
1
h2h3   hn

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
となる．よって 
a+
1
h2h3   hn

  1
2n

 a
となり，()を満たす．
(2)1  an < hn   2のとき
a =
1X
m=2
am
h2h3   hm
a+
1
h2h3   hn =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
an + 1
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
であり，2  an + 1 < hn   1だから
a =

a+
1
n!

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
よって 
a+
1
n!

  a = 0  1
2n
(3)an = hn   2のとき
a =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
hn   2
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
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a+
1
h2h3   hn =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
hn   1
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
だから
a =
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
;

a+
1
h2h3   hn

=
n 1X
m=2
am
2m
+
1
2n
+
1X
l=n+1
al
2l
となる．
1X
l=n+1
al
2l

1X
l=n+1
1
2l
=
1
2n
であることから ()を満たすことがわかる．
(4)an = hn   1のとき
a =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
hn   1
h2h3   hn +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
a+
1
h2h3   hn =
n 1X
m=2
am
h2h3   hm +
1
h2h3   hn 1 +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
もし，a2 = h2  1; a3 = h3  1; : : : ; an = hn  1だった場合，0  a  1  1
h2h3   hn であれば
an+1 = an+2 =    = 0
であることがわかる．
*)
a+
1
h2h3   hn 
h2   1
h2
+
h3   1
h2h3
+   + hn 1   1
h2h3   hn 1 +
hn   1
h2h3   hn +
1
h2h3   hn
=
h2   1
h2
+
h3   1
h2h3
+   + hn 1   1
h2h3   hn 1 +
1
h2h3   hn 1
=
h2   1
h2
+
h3   1
h2h3
+   + 1
h2h3   hn 2
=   
=
h2   1
h2
+
h3   1
h2h3
+
1
h2h3
=
h2   1
h2
+
1
h2
= 1
となり，an+1 = an+2 =    = 0でなければならない． 
(a)a2 = h2   1; a3 = h3   1; : : : ; an = hn   1のとき
an+1 = an+2 =    = 0であるから
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a =
nX
m=2
m  1
h2h3   hm ; a+
1
h2h3   hn = 1 =
1X
m=2
hm   1
h2h3   hm
よって
a =
nX
m=2
1
2m
;

a+
1
h2h3   hn

=
1X
m=2
1
2m
=
nX
m=2
1
2m
+
1X
l=n+1
1
2l
=
nX
m=2
1
2m
+
1
2n
したがって 
a+
1
h2h3   hn

  a = 1
2n
(b)ある i 2 f2; 3; : : : ; n  1gが存在して ai 6= hi   1つまり ai = 0であるとき
このような iの中で最大のものを n0 とおく．
a =
n0 1X
m=2
am
h2h3   hm +
0
h2h3   hn0
+
nX
k=n0+1
k   1
h2h3   hk +
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
a+
1
h2h3   hn =
n0 1X
m=2
am
h2h3   hm +
1
h2h3   hn0
+
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
である．よって
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
0
2n0
+
nX
k=n0+1
1
2k
+
1X
l=n+1
al
2l
;

a+
1
h2h3   hn

=
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
したがって

a+
1
h2h3   hn

  a = 1
2n0
  1
2n0+1
  1
2n0+2
       1
2n
 
1X
l=n+1
al
2l
=
1
2n
 
1X
l=n+1
al
2l
 1
2n
以上より，()を満たす場合が証明された．
< ()を満たさない場合 >
ある i 2 f2; 3; : : : ; n  1gが存在して ai =2 f0; hi   1gつまり，1  ai  hi   2となっている場合
を考える．
n0 を 1  an0  hn0   2となる最小の番号とする．
n1 2 f2; 3; : : : ; n  1gを an1  hn1   2となる最大の番号とする．
(1)an < hn   1のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
h2h3   hn

(2)an = hn   1で，n0 < n1 のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
h2h3   hn

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(3)an = hn   1で，n0 = n1 のとき
2  k  n0   1のとき ak 2 f0; hk   1g; 1  an0  hn0   2; n0 + 1  k  nのとき
ak = hk   1である．よって
a+
1
h2h3   hn =
n0 1X
m=2
am
h2h3   hm +
an0 + 1
hn0
+
1X
l=n+1
al
h2h3   hl
(a)1  an0  hn0   3のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
=

a+
1
h2h3   hn

(b)an0 = hn0   2のとき
a =
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
a+
1
h2h3   hn

=
n0 1X
m=2
am
2m
+
1
2n0
+
1X
l=n+1
al
2l
だから 
a+
1
h2h3   hn

  a =
1X
l=n+1
al
2l

1X
l=n+1
1
2l
=
1
2n
定理 6.6の証明を見直すことで次の命題が示せる．
命題 6.7
aを a 2

0; 1  1
h2h3   hn

であり，h2h3   hnaが整数となるものとする．
a =
nX
k=2
ak
h2h3   hk ; (0  a2  h2   1; 0  a3  h3   1; : : : ; 0  an  hn   1)
とかく．このとき，次の (i),(ii)は同値である．
(i)

a+
1
h2h3   hn

= a +
1
2n
(ii) a2 2 f0; h2   1g; a3 2 f0; h3   1g; : : : an 2 f0; hn   1g
6.4 微分不可能な集合とその次元
Ia2;a3;:::;an =

a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an
h2h3   hn ;
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an + 1
h2h3   hn

として，a2 = 0; h2   1 ; a3 = 0; h3   1 ; : : : ; an = 0; hn   1となる Ia2;a3;:::;an のすべての和集合
Kn =
[
ai2f0;hi 1g;i=2;:::;n
Ia2;a3;:::;an
について考えよう．
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命題 6.8
x 2 [0; 1]; f(x) = x とする．
(1)すべての n  2でKn  Kn+1．
(2)2つの区間 Ia2;a3;:::;an ; Ib2;b3;:::;bn  Kn は隣接しているとする．つまり，
Ia2;a3;:::;an = [a; b]; Ib2;b3;:::;bn = [c; d] とおくと,(b; c) \Kn = ;であるとする .
このとき，f(b) = f(c)が成立する．
(3)x =2
1\
n=2
Kn ならば f 0(x) = 0．
証明.
(1)任意の点 x 2 Kn+1 に対して，ある整数 a2; a3; : : : ; an+1 (ai 2 f0; hi   1g)が存在して
x 2 Ia2;a3;:::;an+1 =

a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an+1
h2h3   hn+1 ;
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an+1 + 1
h2h3   hn+1

が成立する．
Ia2;a3;:::;an =

a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an
h2h3   hn ;
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an + 1
h2h3   hn

を考える．この区間はKn の一部である．明らかに
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an
h2h3   hn 
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an+1
h2h3   hn+1
である．また，0  an+1  hn+1   1であることを用いれば
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an + 1
h2h3   hn  

a2
h2
+
a3
h3
+   + an+1 + 1
h2h3   hn+1

=
1
h2h3   hn  
an+1 + 1
h2h3   hn+1
=
hn+1   (an+1 + 1)
h2h3   hn+1 =
hn+1   1  an+1
h2h3   hn+1  0
よって
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an+1 + 1
h2h3   hn+1 
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + an + 1
h2h3   hn
である．したがって
Ia2;a3;:::;an  Ia2;a3;:::;an+1
だから
x 2 Ia2;a3;:::;an  Kn
つまりKn  Kn+1 である．
(2) f は単調増加だから f(b)  f(c)であるので，逆の不等号を示す．
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1   0 = 12 である．一方で
1   0 X
i2f2;3;:::;ng;ai2f0;i 1g

a2
h2
+   + an
h2h3   hn +
1
h2h3   hn

 

a2
h2
+   + an
h2h3   hn

+ f(c)  f(b)
ここで，命題 6.7より，シグマの中は全て 12n に一致する．よって
X
i2f2;3;:::;ng;ai2f0;i 1g

a2
h2
+   + an
h2h3   hn +
1
h2h3   hn

 

a2
h2
+   + an
h2h3   hn

+ f(c)  f(b)
=
2n
2n
+ f(c)  f(b)
まとめると
1 + f(c)  f(b)  1   0 = 1
2
したがって
f(c)  f(b)   1
2
 0
となり，f(c)  f(b)が示せた．
(3)全ての n 2 f2; 3; 4; : : :gに対して hn = 2のとき，x =2
1\
n=2
Kn となる xは存在しないので，
ある n 2 f2; 3; 4; : : :gが存在して hn  3となる場合を考える．x=2
1\
n=2
Kn とする．
m 2 Nに対して，x =2 Km である．
このとき，ある 2つの隣り合う区間 Ia2;a3;:::;am ; Ib2;b3;:::;bm  Km が存在して
y 2 Ia2;a3;:::;am ) y  x; y 2 Ib2;b3;:::;bm ) x  y
が成立する．つまり，Ia2;a3;:::;am は xの左側，Ib2;b3;:::;bm は xの右側にあって，
xを挟んでいる状態である．
ここで，点 p; qを次のように定める．pは Ia2;a3;:::;am の中で xに一番近い点，つまり
p =
a2
h2
+
a3
h2h3
+   + am + 1
h2h3   hm
として，qは Ib2;b3;:::;bm の中で xに一番近い点，つまり
q =
b2
h2
+
b3
h2h3
+   + bm
h2h3   hm
とする．このとき，命題 6.8(2)より f(p) = f(q)である．
p < x < qであって，f は単調増加だから
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f(p) = f(x) = f(q)
したがって，p < x0 < qであれば
f(x0)  f(x)
x0   x = 0
よって
f 0(x) = lim
x0!x
f(x0)  f(x)
x0   x = 0:
命題 6.8(3)とは反対に，次のことがわかる．
定理 6.9
fhng1n=2 を，hn  3となる n 2 Nが無限個存在する整数列とする．
f を，この整数列から構成するカントール関数，つまり f(x) = x とし，x 2 [0; 1]とする．
このとき，すべての x 2
1\
n=2
Kn に対して f 0(x)は実数値をとらない．
注意
hn  3となる n 2 Nが有限個しか存在しない場合は，f はすべての点で微分可能となる．
証明. m 2 Nとし，x 2
1\
n=1
Kn とする．
x 2 [am; bm]  Km となる区間 [am; bm]を考える．
[am; bm]の長さが 1h2h3hm であることに注意する．
命題 6.7より
f(bm)  f(am)
bm   am =
am +
1
2m   am
1
h2h3hm
=
h2h3   hm
2m
となる．
lim
m!1
f(bm)  f(am)
bm   am =1
である．ここで，仮に f 0(x) 2 Rとすると
f(bm)  f(x)
bm   x ;
f(x)  f(am)
x  am  ! f
0(x) (m!1)
である．
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f(bm)  f(am)bm   am   f 0(x)

=
f(bm)  f(x) + f(x)  f(am)bm   am   f 0(x)

=
f(bm)  f(x)bm   am + f(x)  f(am)bm   am   bm   ambm   am f 0(x)

=
 bm   xbm   am f(bm)  f(x)bm   x + x  ambm   am f(x)  f(am)x  am   bm   x+ x  ambm   am f 0(x)

=
 bm   xbm   am

f(bm)  f(x)
bm   x   f
0(x)

+
x  am
bm   am

f(x)  f(am)
x  am   f
0(x)

 bm   x
bm   am
f(bm)  f(x)bm   x   f 0(x)
+ x  ambm   am
f(x)  f(am)x  am   f 0(x)

 ! 0 (m!1)
であることから
f 0(x) = lim
m!1
f(bm)  f(am)
bm   am =1
となり，これは f 0(x)が存在することに矛盾する．つまり，xでは微分ができない．
微分不可能な集合の次元は次のようにして求まる．
主結果 2
K =
1\
n=2
Kn とする．このとき，
dimB K = lim
n!1
log 2n
log h2h3   hn
が成立する．
証明. n 2 N; n  3とし， 1
h2h3   hn < rn <
1
h2h3   hn 1 を満たしている rn を考える．
Kn 1 は 2n 2 個の区間の和集合として表すことができる．ただし，ある番号 N が存在して，
hN = 2であった場合，区間同士が接していて大きな区間 1つと見ることができることに注意する．
以下では，このような場合も 2n 2 個の区間があると思って話を進める．
2n 2個の区間の端点を合わせた集合を Lnとする．Ln  K である．先ほど注意したように，２
つの区間の点が一致している場合があるので Ln は 2n 2 + 1個から 2n 1 個の点からなる．また，
異なる点の距離は少なくとも 1
h2   hn 1 離れているから，長さ rn の区間 1つで 1点しか覆うこ
とができない．２つの区間の点が一致している場合も考慮して，次が成立する．
2n 2 + 1  Nrn(Ln)  2n 1:
したがって
Nrn(K)  Nrn(Ln)  2n 2 + 1  2n 2
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である．一方で，K  Knであって，Knは 2n 1個の区間の和集合として表すことができる．各
区間を [anj ; bnj ](j = 1; 2; : : : ; 2n 1)とかく．
anj + b
n
j
2
  rn
2
;
anj + b
n
j
2
+
rn
2

; j = 1; 2; : : : ; 2n 1
について考える．これらは長さ rn でKn を覆うから
Nrn(K)  Nrn(Kn)  2n 1
したがって
log 2n 2
log h2h3   hn 
logNrn(K)
  log rn 
log 2n 1
log h2h3   hn 1
ここで
lim
n!1
log 2n 2
log h2h3   hn = limn!1
log 2n 1
log h2h3   hn 1
であることから
dimB K = lim
n!1
log 2n 2
log h2h3   hn = limn!1
log 2n 1
log h2h3   hn 1
が成立する．右辺の n  1を nに書き換えることで
dimB K = lim
n!1
log 2n
log h2h3   hn
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